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m a t e    m a t y k a

WRACA NOWE?WRACA NOWE? M i c h a ł  S z u r e k

Uczyłem się algebry (niech ją diabeł porwie!)
u starego pana Campbella z Hertfordu. (...)
Stary doszedł do wniosku, że najmniej kło-
potliwe jest rozwiązywanie zadań arytme-

tycznych. Zgodnie z tą regułą, o 9 rano, zaraz
po rozpoczęciu lekcji każdy brał swą tablicz-

kę i zabierał się do dodawania. Po chwili
wywoływano nas do odpowiedzi z zadanych
lekcji. Kiedy odpytywanie się skończyło, każ-

dy wracał na miejsce i znów liczył słupki -
i tak dalej, bez najmniejszej odmiany. Pozo-
stałe dziedziny wiedzy sprawiały wrażenie
wysp (zwykle skalistych i niebezpiecznych).

C.S. Lewis: Zaskoczony radością
(tłum. Magda Sobolewska), Polagra, Warszawa 1999.

Co by³o, co bêdzie? W tym numerze mniej rachun-
ków, rozumowañ, skomplikowanych zale¿noœci geome-
trycznych, za to wiêcej refleksji. M³odym Czytelnikom
nale¿y wyjaœniæ, o co chodzi w tytule. W latach 1956-1989
w Polsce co pewien czas nastêpowa³ kryzys gospodarczy
i polityczny. Po mniej lub bardziej burzliwych przejœciach
nastêpowa³a odnowa... a po pewnym czasie wszystko by-
³o po staremu, do czasu kolejnego kryzysu. Has³o „odno-
wa” pojawia³o siê w oficjalnej propagandzie za ka¿dym
razem. Dlatego w mowie potocznej pojawi³ siê zwrot
„wraca nowe”. 

Tak jest z nauczaniem matematyki w szkole, od
lat... 100. Co pewien czas profesorom matematyki udaje
siê przekonaæ spo³eczeñstwo, ¿e do tej pory nauczano
matematyki Ÿle, ale od jutra bêdzie ju¿ wszystko dobrze.
Nastêpuje kolejna zmiana programu. Stan na dzisiaj to: jak
najmniej „Królowej Nauk”, jak naj³atwiej, jak najmniej
myœlenia. Stan taki utrzyma siê pewnie kilka lat. Potem
wahad³o wahnie siê w drug¹ stronê - tak, jak to by³o w la-
tach siedemdziesi¹tych XX wieku. Czytelnicy powinni za-
uwa¿yæ, ¿e nie wypowiadam swojego zdania, który spo-
sób jest lepszy. „Ja nie skar¿ê, ja informujê” - powiedzia³
pewien uczeñ nauczycielce, gdy ta pyta³a, kto zbi³ szybê
w klasie. 

Czy matematyka siê zmienia? Tak mo¿e zapytaæ
uwa¿ny Czytelnik. Czy nowe badania matematyczne zmie-
niaj¹ tabliczkê mno¿enia, czy pokazuj¹, ¿e pole trójk¹ta
nie jest równe po³owie iloczynu d³ugoœci podstawy przez
wysokoœæ, czy pochodn¹ sinusa nie jest ju¿ cosinus?
Oczywiœcie, ¿e nie. Dwa plus dwa bêdzie cztery, niezale¿-

nie od tego, jaki polityk zostanie premierem Polski. Fak-
tów matematycznych nie mo¿na przeinaczyæ tak, jak his-
torycznych. Historia jest subiektywna, matematyka nie.
Mo¿na jednak zmieniæ treœci nauczania. Oto dobitny przy-
k³ad. Po rewolucji 1917 roku w Rosji (mnie w szkole uczo-
no, ¿e by³a to Wielka Rewolucja PaŸdziernikowa, obecnie
jest ona nazywana przewrotem bolszewickim), w szko³ach
ZSRR nie uczono u³amków zwyk³ych (czyli takich jak np. 
czy ), a wy³¹cznie u³amków dziesiêtnych. Uzasadniano
to w ten sposób. Podajê na podstawie ksi¹¿ki W. Cziczigi-
na Metodyka nauczania arytmetyki (t³um. A. Lumbe)
z 1950 roku: U³amki dziesiêtne pod nazw¹ liczb dziesiêt-
nych stanowi¹ naturalne i najprostsze przed³u¿enie nume-
racji „w prawo”. Dzia³ania na u³amkach dziesiêtnych s¹
³atwiejsze ni¿ odpowiednie dzia³ania na u³amkach zwy-
k³ych, gdy¿ s¹ analogiczne do dzia³añ na liczbach ca³kowi-
tych. W æwiczeniach na u³amki dziesiêtne mo¿na siê nie
krêpowaæ wielkoœci¹ mianownika. U³amki dziesiêtne maj¹
daleko wiêksze znaczenie praktyczne i zastosowanie ni¿
u³amki zwyk³e, poniewa¿ s¹ organicznie zwi¹zane z met-
rycznym uk³adem miar i otrzymywaniem wartoœci przybli-
¿onych w dzieleniu liczb ca³kowitych.

W 1931 roku uchwa³a Komitetu Centralnego
Wszechzwi¹zkowej Partii Komunistycznej Bolszewików
„ostro potêpi³a niedorzeczne odchylenia” i u³amki zwy-
k³e wróci³y do ³ask. Rzeczywiœcie, po opanowaniu u³am-
ków dziesiêtnych mo¿na o u³amkach zwyk³ych niemal
zapomnieæ - zw³aszcza dziœ, gdy ka¿dy mo¿e mieæ kalku-
lator. Ale u³amków dziesiêtnych nie da siê zrozumieæ
bez opanowania u³amków zwyk³ych. Nie nale¿y odstêpo-
waæ od historycznej drogi rozwoju pojêæ matematycz-
nych. Ponadto przyczyna i skutek zmieniaj¹ role: uk³ad
dziesi¹tkowy miar jest nastêpstwem wprowadzenia
u³amków dziesiêtnych, a nie na odwrót. Przed rewolucj¹
francusk¹ nie by³o w zasadzie miar opartych na podziale
na 10 czêœci. 

Mo¿emy nie zdawaæ sobie sprawy, jak drobne spra-
wy dotycz¹ce wychowania i nauczania pocz¹tkowego mo-
g¹ mieæ wp³yw na ca³¹ kulturê spo³eczeñstwa. Spotka³em
siê z pogl¹dem, ¿e na obserwowany upadek kultury s³owa
pisanego ma równie¿ wp³yw to, ¿e dzieci nie uczy siê ju¿
kaligrafii, a tak¿e - uwaga - ¿e w pierwszej klasie uczymy
siê stawiaæ litery prosto, a nie pochy³o (co jest podobno
bardziej naturalne).

Czy umiemy dodawaæ? W jêzyku potocznym s³owo
dodaæ to mniej wiêcej tyle co przy³¹czyæ, dostawiæ, uzu-
pe³niæ. Do poci¹gu dodano jeszcze jeden wagon, gospody-
ni domowa doda³a sól do zupy, w dyskusji odzywamy siê
„no tak, a na dodatek...”, nauczyciel dodaje do pracy do-
mowej jeszcze jedno zadanie. To, co do³¹czamy, jest
mniejsze - podobnie jak mniejsza rzeka wpada do wiêk-
szej, a nie na odwrót, chocia¿ z fizycznego punktu widze-
nia to wszystko jedno: wody jednej i drugiej siê mieszaj¹.
Wyj¹tkiem jest wiêkszy Bug, który wpada to mniejszej
Narwi. 

11
7

2
1



5511

Æwiczenie. Oblicz sumê 4 + 247. Innymi s³owy: do
liczby 4 dodaj 247. Jaki wynik? 251? Bardzo dobrze. A te-
raz zastanów siê, jak to obliczy³eœ. Na pewno odwrotnie:
do 247 doda³eœ 4, prawda? To jedna z pierwszych zasad
arytmetyki, wa¿na w nauczaniu pocz¹tkowym: psycholo-
gicznie dodawanie nie jest przemienne. 4 + 247 jest ró¿ne
od 247 + 4. Ka¿dy podrêcznik i ka¿dy nauczyciel musi o
tym pamiêtaæ. Zreszt¹, mo¿na by zaprotestowaæ, ¿e jeœli
do 4 misiów do³¹czymy 247, to nie jest to ¿adne dodawa-
nie. Do 247 misiów mo¿na dodaæ 4, ale nie na odwrót.

Jak odejmujemy? Psychologicznie ³atwiej jest od-
j¹æ liczbê mniejsz¹ ni¿ wiêksz¹. Dzia³anie 19 – 4 jest psy-
chologicznie ³atwiejsze ni¿ 19 – 11; zwi¹zane jest to z wy-
obra¿aniem sobie odejmowania jako ujmowanie. 

W polskich szko³ach ugruntowa³ siê sposób pisem-
nego odejmowania oparty w³aœnie na ujmowaniu. W aus-
triackich szko³ach (w XIX wieku) uczono sposobu przez
dope³nianie. W sposobie tym, chc¹c obliczyæ 19 – 13, za-
czynamy, jak zwykle, od ostatniej cyfry, ale szukamy jej,
zastanawiaj¹c siê, ile trzeba „dorzuciæ” do trójki, ¿eby
dostaæ 9 - nie zaœ, ile trzeba uj¹æ dziewi¹tce, by dostaæ 3.
W obu sposobach musimy uciec siê do „po¿yczania” jed-
nostki wy¿szego rzêdu, gdy cyfra odjemna jest mniejsza
od cyfry odjemnika. Niektórzy dydaktycy kwestionuj¹ na-
zywanie tego „po¿yczaniem”, bo przecie¿ jednostka ta nie
zostaje potem w ¿aden sposób „zwrócona”.

Sposób z dope³nieniem przetrwa³ w praktycznym
sposobie obliczania reszty, jaka nam siê nale¿y, gdy damy
10 z³otych za rzecz kosztuj¹c¹ np. 5 z³ 45 groszy. Kasjer
wydaje resztê, dope³niaj¹c 5,45 do 10. W zwi¹zku z wpro-
wadzeniem kas fiskalnych (które podaj¹ wartoœæ reszty)
i ten sposób mo¿e ulec zapomnieniu. Mo¿e szkoda: taki
by³ „matematyczny”. 

Jak mno¿ymy i dlaczego w³aœnie tak? Wszyscy
umiemy mno¿yæ pisemnie. W œredniowieczu mno¿enie
przeprowadzono w sposób bardziej skomplikowany, ale
jak zobaczymy, ³adniejszy. Przyjrzyjmy siê najpierw algo-
rytmowi, który stosujemy dziœ: 

Nie ma w nim nic ciekawego - tak odpowie 100 pro-
cent uczniów i 90 procent nauczycieli. W œredniowieczu
zapisywano mno¿enie nieco inaczej. W tym sposobie mno¿-
n¹ piszemy u góry kwadratowej tabelki (której oczka podzie-
lone s¹ jeszcze na po³owy), mno¿nik zaœ po lewej stronie,
lecz od do³u do góry! Wynik dostajemy, sumuj¹c liczby w
ukoœnych rzêdach tak, jak siê zwykle liczby dodaje, a wiêc
przenosz¹c naddatki do wy¿szych rzêdów („jeden dalej”
itd.). 

Na takim diagramie bardzo ³adnie widaæ przemien-
noœæ mno¿enia. Przy obliczaniu 567 razy 234 pojawi siê
bowiem ta sama tablica, tylko odbita symetrycznie wzglê-
dem przek¹tnej kwadratu, tworz¹cego tablicê. Gdy bêdzie-

my obliczaæ kwadrat liczby, w tablicy pojawi siê ³adna sy-
metria, której nie zauwa¿amy w „zwyk³ym”, szkolnym syste-
mie mno¿enia. 

W sposobie tym musimy jedn¹ z liczb (mno¿nik) wpi-
saæ w „nienaturalnym” porz¹dku: od do³u do góry. Wydaje
siê nam to k³opotliwe, ale powinniœmy sobie zdawaæ spra-
wê, ¿e robimy to na co dzieñ. W zwyk³ym sposobie mno¿e-
nia te¿ musimy zaczynaæ od prawej. Gdy wprowadzamy licz-
bê do kalkulatora, jej cyfry s¹ umieszczane od prawej, mimo
¿e czytamy je potem od lewej. Co jest naturalne, a co nie -
zale¿y tylko od naszych przyzwyczajeñ!

Sposób ten jest istotnie (prawie dwukrotnie) szybszy
od tradycyjnego, gdy chcemy podnieœæ du¿¹ liczbê do kwa-
dratu. Wtedy bowiem tabelka jest symetryczna i wystarczy
wype³niæ tylko jej lew¹, górn¹ po³owê (nad przek¹tn¹ i na
przek¹tnej). 

Dawniej by³o lepiej! Otó¿ sposób, który tu przypo-
mnia³em, jest dydaktycznie lepszy ni¿ ten, którego uczymy
siê w drugiej klasie szko³y podstawowej! Chodzi o to, ¿e na
kartce zostaje œlad ka¿dej operacji cz¹stkowej i po prostu
³atwiej sprawdziæ poprawnoœæ obliczeñ. Dlaczego zatem nie
naucza siê mno¿enia tak, tylko sposobem, który oceni³em
jako gorszy? Trudno powiedzieæ. Mo¿e dlatego, ¿e „nasz”
(ten, który wszyscy znamy) sposób wymaga mniej pisania,
wiêcej obliczeñ wykonuje siê w pamiêci, zajmuje mniej miej-
sca na kartce i nie trzeba uwa¿nie dzieliæ kratek liniami
ukoœnymi na po³owy. Gdyby jednak dwieœcie lat temu wy-
brano jako „wzorcowy” ten sposób mno¿enia, który w³aœnie
opisa³em, ka¿dy inny wyda³by siê nam dziwny. Ale proszê
siê nie obawiaæ. Nawet jeœli zostanê ministrem oœwiaty, nie
zmieniê podstaw matematyki szkolnej. 

Kiedyœ nie by³o kalkulatorów! Z lamusa matematyki
wyci¹gnê jeszcze ciekawy sposób mno¿enia na palcach. Dziê-
kujê Markowi Kucharskiemu za zwrócenie mi uwagi na tê
metodê. Jeœli nawet nie jest praktyczna, to bardzo ciekawa. 

Umawiamy siê, ¿e liczby w zakresie do 5 umiemy
mno¿yæ - to znaczy, ¿e pamiêtamy wszystkie iloczyny od
jeden razy jeden do piêæ razy piêæ. Jeœli chcemy teraz obli-
czyæ, ile jest na przyk³ad siedem razy osiem, to u ka¿dej rêki
wystawiamy tyle palców, o ile dana liczba jest wiêksza od 5.
Pozosta³e palce zaginamy. Nastêpnie dodajemy palce wysta-
wione (to bêdzie cyfra dziesi¹tek iloczynu) i mno¿ymy te
zgiête (to cyfra jednostek iloczynu). Przyk³adowo, dla obli-
czenia, ile jest siedem razy dziewiêæ, wystawiamy w lewej
rêce dwa palce (trzy zostaj¹ zagiête), w prawej cztery (je-
den zgiêty). Odczytujemy cyfrê dziesi¹tek: dwa plus cztery
i cyfrê jednostek: trzy razy jeden. 

Regu³a ta wynika z prostej to¿samoœci:
ab = 10 [(a – 5)+(b – 5)] + (10 – a)(10 – b) 

Interesuj¹ce jest to, ¿e nie musimy siê ograniczaæ do
liczb wyra¿aj¹cych liczbê naszych palców. Chc¹c pomno¿yæ
osiem przez 12, zachowujemy regu³ê (wystaw nadwy¿kê po-
nad 5) i wprowadzamy „ujemne palce”. Co bêdzie, je¿eli
w ka¿dej rêce wystawimy tyle palców, o ile dana liczba jest
wiêksza od 5? Na jednej z r¹k to ³atwo: wystawiamy trzy
palce. Gorzej jest z drug¹. Mamy piêæ palców. Ile palców
zostanie, gdy wystawimy siedem? Oczywiœcie minus 2. Do-
dajemy teraz palce wystawione. Jest ich 3 + 7, a wiêc 10.
Palców zgiêtych jest... minus 4 . Dziesiêæ dziesi¹tek plus mi-
nus cztery daje... 96. Podobne sposoby mo¿na zastosowaæ
do mno¿enia innych liczb. Opracowanie pozostawiam Czy-
telnikom jako rozrywkê pla¿ow¹ albo na d³ugie deszczowe
dni w Tatrach... !
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