
Zagadka druga, (podana w Lilavati dla n = 3, uogól-
nienie jest pomys³em autora tych s³ów) mo¿e pos³u¿yæ jako
przyk³ad ró¿nicy miêdzy matematykiem...   a mi³oœnikiem
rozrywek umys³owych. Oœmielam siê g³osiæ pogl¹d, ¿e n = 3
to tylko „rozkosze ³amania g³owy”, zaœ „dowolne n” to ju¿
matematyka. 

P a n o w i e  w  k a p e l u s z a c h

By³o n panów, n kapeluszy czarnych i n-1 bia³ych.
Ustawiono panów rzêdem: pierwszy widzia³ wszystkich,
drugi wszystkich poza pierwszym,..., ostatni nikogo. W³o¿o-
no im kapelusze. Zapytano pierwszego pana, jaki ma kape-
lusz. Powiedzia³, ¿e nie wie. Zapytano drugiego. Odpowie-
dzia³, ¿e nie wie... I tak dalej a¿ do przedostatniego: „nie
wiem!”. 

Ostatni z panów (ten, który nie widzia³ ¿adnego),
rzek³: „Skoro tak, to ja wiem, jaki mam kapelusz!”. Jaki
kapelusz ma ten pan? Bia³y czy czarny?

Bêdziemy dowodziæ przez indukcjê twierdzenia:
Jeœli k-ty pan widzi przed sob¹ same bia³e a po-

przednik nie móg³ rozstrzygn¹æ problemu, to k-ty zna kolor
swojego kapelusza.

Gdy k = 1, to twierdzenie jest prawdziwe. Bo jeœli
pierwszy widzi same bia³e, to widzi n -1 bia³ych, czyli widzi
wszystkie bia³e, jakie by³y. Dla niego zostaje zatem czarny.

Krok indukcyjny: za³ó¿my prawdziwoœæ twierdzenia
dla k. Rozpatrzmy pana k+1. Niech to bêdzie Kazik+1,
a poprzednika nazwijmy Kazikiem. A wiêc Kazik+1 widzi
same bia³e, zaœ Kazik nie wydedukowa³ koloru kapelusza. 

Zatem zgodnie z za³o¿eniem indukcyjnym - przed
Kazikiem nie ma samych bia³ych. Z podkreœlonego zdania
wynika, ¿e Kazik+1 ma czarny i on o tym wie. To dowodzi
twierdzenia dla k+1. 

Stosuj¹c twierdzenie dla k = n-1 wnioskujemy, ¿e
przedostatni pan nie widzi przed sob¹ samych bia³ych...

Wœród starych znajomych, w Lilavati znajdujemy te¿
- prawie na samym pocz¹tku ksi¹¿ki - zadanie, którego roz-
wi¹zanie otrzymujemy z równania 

,

a które w niezliczonych wersjach i z rozmaitymi fabu³ami
rozsiane jest po ró¿nych ksi¹¿kach i nawet podrêcznikach
szkolnych. Przytoczê je tutaj za Karolem ¯er¹ (Wtóra próba
na matematyka, XVIII wiek).

– Pomagaj Bóg stom pannom! - m³odzieniec mimo
id¹c rzek³ do panien pracuj¹cych.

– Nie masz nas stu, jako ty powiadasz - na to jedna
z panien odrzek³a - ale by nas by³o dwa razy tak wiele jako
jest i po³owica tego i czwarta znowu czêœæ do tego i ty sam,
wtedy w³aœnie bêdzie nas dopiero ca³e sto. 

Urok zadania nie polega oczywiœcie na rozwi¹zaniu
proœciutkiego równania, ale na „interpretacji geometrycz-
nej”. Kto nie wie, to proszê natychmiast postaraæ siê o eg-
zemplarz Lilavati i przeczytaæ stosowny fragment. To jest
zadanie do domu, do odrobienia!

Ciekawe s¹ w Lilavati ró¿ne algorytmy. Omówiê dwa,
znów staraj¹c siê matematyzowaæ. Pod koniec XIX wieku
modna by³a przez pewien czas prymitywna wersja kostki
Rubika: Taquin (Piêtnastka). W kwadracie o 16 polach jedno
miejsce jest wolne, co umo¿liwia przesuwanie kamieni,
ponumerowanych od 1 do 15. Gra polega na doprowadzeniu
dowolnej startowej pozycji do standardowego porz¹dku:
1,2,3,4,5,6,.. ., 13, 14, 15. 

Teoria tej gry da siê zapisaæ w kilku krótkich zda-
niach, zrozumia³ych dla ka¿dego, kto.. . zna choæ trochê teo-
riê grup. Dla Szczepana Jeleñskiego by³a za skomplikowana
i nie jest to ¿aden zarzut pod Jego adresem. W koñcu telefo-
nem komórkowym te¿ siê nie umia³ pos³ugiwaæ. W Jego cza-
sach teoria grup by³a ju¿ dobrze rozwiniêta i wyk³adana na
niektórych uniwersytetach, ale raczej nie w Polsce. Te¿ nie
z powodu jakiegoœ zapóŸnienia, tylko co kraj, to obyczaj. 

T e o r i a  T a q u i n  ( P i ê t n a s t k i )

W wolnym polu dopisujemy liczbê np. 16. Pokoloruj-
my pola na bia³o i czarno, jak klasyczn¹ szachownicê. Niech
k bêdzie kolorem wolnego pola, s znakiem permutacji. Zau-
wa¿my, ¿e ka¿dy ruch zmienia parê (k, s) (Z2×Z2) na prze-
ciwn¹. St¹d dowód warunku koniecznego. Wskazówka do
dowodu dostatecznoœci: wykazaæ wykonalnoœæ cyklu np.
(123).
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T e o r i a  g r u p  w  t e l e f o n i e  k o m ó r k o w y m

Wspomnia³em wy¿ej o telefonie komórkowym. Posia-
dacze Nokii mog¹ æwiczyæ siê w teorii grup, graj¹c w Rota-
tion. Klawiszami wykonujemy takie ruchy, jak przyk³adowo
podane jest ni¿ej: obrót lewego górnego kwadratu. Mo¿na
obracaæ jeszcze trzy pozosta³e: prawy górny, prawy dolny
i lewy dolny. Cel: doprowadziæ dowolny uk³ad wyjœciowy do
uk³adu normalnego, 123456789.

W jêzyku teorii grup mo¿na to tak uj¹æ: wykazaæ, ¿e
grupa permutacji S9 jest generowana przez podane obroty.
Ka¿dy zaœ... matematyk powinien zastanowiæ siê nad uogól-
nieniem tego zadania na grê w dowolnym prostok¹cie. Infor-
matyk niech poszuka dobrych algorytmów. I jeszcze wy-
cieczka w topologiê: stworzyæ teoriê gry w Taquin w dowol-
nych obszarach, takich jak na rysunku powy¿ej. 

* * *

Historia est magistra vitae. Historia jest nauczycielk¹
¿ycia. Przez ca³e lata, jeszcze za szkolnych czasów, œmieszy-
³a mnie i oburza³a nazwa „egzamin dojrza³oœci” na okreœle-
nie sprawdzianu wiedzy z kilku przedmiotów, jakie trzeba
wykuæ w szkole. Do czego jestem „dojrza³y” po zapamiêta-
niu, na czym oddycha mitochondria i w jakich latach pano-
wa³ król Burburyk - albo i co wyjdzie, gdy do kwadratu sinu-
sa dodam kwadrat kosinusa? Po latach zrozumia³em. Chodzi
o dojrza³oœæ intelektualn¹. Nie sumê wiedzy, bo ta zale¿y od
dobrej pamiêci i od kawa³ka o³owiu w miejscu.. . ³¹cz¹cym
cz³owieka z krzes³em. Ale chodzi o dojrza³oœæ w zmaganiach
siê z problemem intelektualnym. Umiejêtnoœæ roz³o¿enia go
na... czynniki pierwsze. Dostrze¿enia aspektów, bocznych
arabesek, konsekwencji, uogólnieñ.. . i tak dalej i tak dalej.
To ju¿ dawno zanik³o na „starej maturze”. Jeœli zostanie
reaktywowane na nowej, to chapeau bas. Takie bêd¹ Rzecz-
pospolite, jakie ich m³odzie¿y chowanie. Czy Szczepan
Jeleñski dobrze siê zas³u¿y³ przysz³ym pokoleniom? Kilka
uwag na ten temat bêdzie w koñcowej czêœci artyku³u, ze
stosownym wyimkiem z Boskiej Komedii. Tu zaœ, skoro zga-
da³o siê o maturze, przypomnijmy sobie, ¿e w tym dziele
(Raj, pieœñ XIII) Œwiêty Tomasz przekazuje Dantemu przes³a-
nie, ¿e król Salomon prosi³ Boga o prawdziw¹ m¹droœæ... 

Nie zaœ, by niebios ruchad³a policzy³
Lub z dwu przes³anek, co s¹ w sobie sprzeczne
Musu z przypadkiem nastêpstwo wytyczy³.
Zgad³, s¹-li dŸwignie ruchu ostateczne. 
Wkreœli³ w pó³kole trójk¹t, gdzie by wciêcie 
K¹ta prostego nie by³o konieczne. 

Powodzenia na maturze ‘2005, drodzy... nauczyciele! 
Oto dwie opinie z wczesnych lat trzydziestych.

Pierwszej z nich nie nale¿y lekcewa¿yæ. Jej autor by³ uzna-
nym matematykiem, autorem m.in. ksi¹¿ki o geometriach
nieeuklidesowych. 

Obie ksi¹¿ki p. Szczepana Jeleñskiego czyta siê z
przyjemnoœci¹ i wyraŸn¹ sympatj¹ dla autora. Nie mog³o byæ

inaczej: zapa³ i entuzjazm, tchn¹cy z ka¿dej stronicy, ujmuje
i poci¹ga. Niema dla autora w rozwa¿anych tematach rzeczy
obojêtnych: ka¿da zas³uguje na pe³ne zainteresowanie -
zarówno wielkie prawdy matematyczne, genjalne odkrycia,
jak i drobne fakciki, w³aœciwoœci nieledwie banalne - wszyst-
ko jest godne uwagi, wszystko jest „pe³ne czaru”, dziwne
i niezwyk³e. (Stefan Kulczycki, Parametr)

(...) Autor sam podkreœla, ¿e chodzi mu raczej o roz-
rywkê, ciekawe i m¹dre zajêcie (...). I w³aœnie tê rolê ksi¹¿ka
spe³nia sumiennie. Mathesis polska

M y œ l i  k o ñ c o w e

Entuzjazm jest po¿¹dany (wychowanie przez przy-
k³ad). Olbrzymi plus dla Szczepana Jeleñskiego. 

Entuzjazm powinien byæ jednak oparty na znajomoœci
zagadnienia. Niekiedy widaæ, ¿e Autor „nie czuje” w³asnego
tekstu. Ma³y minus. 

Stosunkowo czêsto zadziwia siê banalnymi faktami,
uznaj¹c je za arcyciekawe. Nie jest ani na plus, ani na
minus. Po prostu tak jest. Mo¿e króciutki minusik. 

Z ksi¹¿kami Szczepana Jeleñskiego da siê uprawiaæ
matematykê. Nie ka¿de dobre ksi¹¿ki o matematyce umo¿li-
wiaj¹ to Czytelnikowi. Plus, zdecydowany plus dla Sz. J. 

Ale: Sz. J. przekazuje w sumie niew³aœciwy obraz
matematyki. Prezentowana jest ona jako doœæ statyczna
nauka. A ona jest inna, ni¿ wynika³o by to z lektury Lilavati
i Œladami Pitagorasa. Ale: czy to jest Ÿle? Hugo Steinhaus
mawia³, ¿e matematyka jest ostrym narzêdziem. Nie nale¿y
takiego narzêdzia dawaæ dzieciom. 

Czy prawdziwy obraz matematyki jest jednak tak a¿
atrakcyjny? Zbyt wiele dobrych ksi¹¿ek i czasopism popula-
ryzuje matematykê dla koneserów. Popularyzacja matematy-
ki wœród matematyków jest o wiele trudniejszym zadaniem,
ni¿ innemu audytorium. No, bez przesady. Mimo wszystko,
has³o „matematyka jako nasza niedostrzegana kultura” zdzi-
wi³o by Szczepana Jeleñskiego. Minus. 

Kolejny plus zdobywa jednak Jeleñski za mo¿liwoœæ
stosowania swoich ksi¹¿ek na lekcjach szkolnych. W ka¿-
dym razie w szkole lat i trzydziestych i osiemdziesi¹tych
ubieg³ego stulecia. Dziewiêædziesi¹tych równie¿. Nie ka¿da
ksi¹¿ka popularna tak wci¹ga. A do ca³oœci ¿ycia i twórczo-
œci Szczepana Jeleñskiego da siê zastosowaæ, toute propor-
tion gardee, s³owa Dantego z Boskiej Komedii (t³um. Edward
Porêbowicz):

Jak geometra wykreœla rysunek
Na kwadraturê ko³a i zestawia
Z nieupewnionych danych swój rachunek,
Tak mnie zjawienie nowe zastanawia.

S u m m a  s u m a r u m

Jakiej matematyki uczy nas Szczepan Jeleñski. Zaraz,
zaraz, jakich nas, kto to jesteœmy My. Tak. S³usznie. Uœciœlê
pytanie. Jak¹ matematykê pokazywa³ mi (M. Sz.) Szczepan
Jeleñski? To zale¿y. By³o to zmienne w czasie. Punkt widze-
nia zale¿y od punktu siedzenia. Jak to ze mn¹ by³o? 1960:
bardzo ciekaw¹ i atrakcyjn¹, tajemnicz¹. 1980: fa³szyw¹.
2000: ciekaw¹, bo widzê to, czego niestety Autor wtedy nie
widzia³. Widzê, bo Lilavati i Œladami „zna³o siê” na pamiêæ,
bo studiowa³em matematykê i z tej racji, ¿e przez 70 lat
wiele siê wydarzy³o. !

M
ŁODY

TECHNIK 
 

5/2004


